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Introduction 
Avec la theorie des localisations, on &end et on generalize a. I’algtbre non n&es- 
sairement commutative la notion de profondeur d’un modlule (sans faire intervenir 
de conditions de finitude mais en n’introduisant pas ici de notion de suites 
M-regulieres (une telle notion peut &re definie mais c’est une notion biLatere)). On 
montre que les principaux resultats du commutatif (voir [ 101, [24] et [2])., y compris 
l’interpretation cohomologique de la profondeur de la g6ometrie algebrique ([ lO], 
[ 11 I), sont conserves. 
En utilisant la filtration definie par P. Gabriel (dans [4, p. 382]), on definit la 
notion de hauteur d’une lolzalisation, et en particulier la notion de hauteur d’une 
localisation premiere ce qui generalise la notion de hauteur d”un ideal premier de 
i’algebre commutative. On demontre quelques resultatsi techniques a ce sujet 
analogues a ceux etablis pour la notion de dimension de Ciabrie! (Glans [ 151, [ 16). 
VI et Lw. 
Pour certains anneaux commutatifs, la profondeur de Eanneau par ,capport a un 
ideal premier est like a la hauteur de cet ideal premier par des condition introduites 
par J.P. Serre (voir [24, pU 1761): on &end ces conditions aux anrww non com- 
mutatifs et on donne differents exemples d’anneaux qui ‘les verifient (generalkim 
ainsi certains rcsultats du commutatif (voir [24])). 
Les resultats demontres ici avaient ete annonces dans [29]. 
Notations et terminologie 
Dans la suite tous les anneaux, modules et morphismes consider& serene 
unitaires, et les anneaux non necessairement commut at ifs. 
Pour tout anneau A, on designera par Mod A Iii categoric des A-moduks A 
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Sauf mention expresse du contraire toutes les notions utiliskes seront supFoskes h 
droite (c’est-&-dire, par A-module on entendra A-module h droite; id&l de A 
signifiera ideal h droite de A; . . . ), Si kf’ est un sous-module d’un A-module M et 
si m est un klkment de M, l’idkal {a E A 1 ma EM’} de A sera dCsignC par M’. . m; 
l’annulateur Ann(m) de m est 0.. m. 
NOUS appeileronsfillre focalisant (a droite) d’un anneau A tout ensemble non vide 
.P d’i&aux de A qui vhifie les conditions suivantes: 
(T,) Si 1’ est un id&l de A contenant un klkment k X, alors 1% .x 
(T2) Si IE ,F et si I’tz X, alors InI’E :A 
(T3) Si IE.F et si aE.4 alors ba6E 
(1) Pour tout idkal I de A s’il existe un klkmcnt 1% .F tel que pour twut a E I’ 
on ait I.=aE.F, alors k .X 
Cette notion de filtre localisant coincide avec celle d’ensemble topologisant et 
idempotent d’idbaux de A dkfinie par P. Gabriel dans [4]. Nous noterons X(A) 
l’ensemble des filtres localisants (h droite) de l’anneau A. 
Si 9% X(A), nous dirons qu’un A-module M est de .:--torsion (ou de torsion s’il 
n’y a pas de risque &e confusion) si l’annulateur de tout klkment de M appartient 
h .7. Tout A-module N posskde un plus grand sous-module de Y-torsion note .9(N). 
Un A-module M sera dit sans $-torsion (ou sans torsion) si on a .9(M) = 0. 
D’autres terminologies ont utilikes par ailleurs. Pour plus de d&ails sur tout ce 
qui p&c&de on pourra se reporter & [4], [8], [ 121, [6] et [24]. 
L’ensemble Y(A) des filtres localisants d’un anneau .4 est muni d’une structure 
de treillis complet brouwkien par la relation 9-c 5’ (qu’on lit R’ est plus fin que 
.F et qu’on note aussi X-r .S’). La borne infkrieure d’une famille (9&., d’klkments 
de .f(A), note /\iE,l <c, est &,, 9$; la borne sup&-ieure, notke ViE,d C%, est le filtre 
localisant (de A constitui par ies idbaux I de A tels que, pour tout ideal J de A 
distinct de A et contenant I, il existe i E A vkifiant 4(A/J) #O. (Voir [22], [23] et 
[6] pour cette structure de X(A).) 
Si .w’ est une famille de A-modules, on designera par [(Sri’) le plus petit klkment 
de .y-(n) tel que tout klkment de ,d soit de torsion, et on designera par x(J/) le plus 
grand Gment de f(A) tel que tout element de ,d soit sans torsion; si .d = {M} on 
notera respectivement c(M) et x(M) ces elements. Alors c = ((0) (resp. x = ~(0)) est 
le plus petit (resp. le plus grand) &kment de F(A). 
soit; ,F un filtre localisant d’un anneau A. Nous dirons qu’un A-module M est 
c Kcocritique si M est non nul, sans Y-torsion et si, pour tout sous-module non nul 
N de M, le module quotient M/Nest de .%torsion; un id&al I de A sera dit .$&critique 
si k A-module A/I est &cocritique. Un A-module M (resp. un i&al I de A) sera 
dit cocritique (resp. critique) s’il est X(M)-cocritique (resp. X(A/I)-cocritique). De 
tk:ls modules ont et6 introduits dans [S) et consid&& sous diffkrents noms par la 
suite; la terminologie adoptke ici est celle de [6] (suscitke par [ 131) et utiliske dans 
1201, 1211, WI, [=I. 
Nms chns qu’un filtre localisant 9 de A est premier s’il er?riste UN A-module 
cocritique M tel que 9 = x(M) (voir [8] oh cette notion a kti: introduite). L’ensemble 
Profondeur, hauteur et loca,lisations 
des filtres localisants premiers de l’anneau A serai appele le spectre (B droite) de A 
et designe par Speg(A). 
Pour tout A-module M l’ensemble Ass(M) des .@ E: Speg(A) tels que M ait un SOUS 
module .r’-cocritique est appelk I ‘assassin de IL!; l’ensembale Supp(M) des 3 E 
Speg(A) tels que M ne soit pas de :Jo-torsion est appelt le support die M. (Voir [6] 
pour les proprietes analogues a celles du commutatif). Si I est un ideal (a drone) 
de A, on posera 
W) = SuPPWO = { .4 E Speg(A) ] Zg *f}. 
A tout filtre localisant .Fd’un anneau A on peut associer une partition (c( F ), A( i )) 
du spectre de A en posant c(F) = { ,%Speg(A) 1 ./s .Y} et 
W) = Speg(A) - ct.91 = IJ V(I) = U A~~(A/I), 
IE F IE 7 
voir [22] et [23] ou cette partition est etudiee. 
Pour toute partie Y de Speg(A), on posera d(Y) == A 4E k f: et ,u( V) = 
d(Speg(A) - Y) qui est l’ensemble des ideaux I de A tels que F’(I) c Y, voir aussi [22] 
et [23] pour plus de d&ails. 
On appellerafiltres localisants semi-premiers de A les elknents . FE ./‘(A) tels yue 
X= (d 0 c)(F): ces filtres localisants sont les ensembles tables ti droite dkfini, et 
caracterises dans [ 151 et 1161, et la terminologie adoptee ici eF;i. celle de [6] (voir a!Jssi 
[22] et [23]). On dksignera, comme dans [22] et [23], par .+I) l’ensemble des fihrt’\ 
localisants semi-premiers de l’anneau A. 
Gn dira qu’un anneau A est un D-anneau ci droite si pour tout A--module non nitI 
M on a Ass(M) #0. Si A est un D-anneau a droite on a, en p.?rticulier, 1 (A) = j (A). 
(Voir [6], [20], [21], [22] et [23] pour plus de details sur ces anneaux.) En pai;kulkr, 
les anneaux semi-noethkriens g droite (c’est-a-dire les anneaux dont la dimension de 
Gabriel de la categoric Mod A est definie; cf. 14, p. 3821) caracterises dans (1 S] ~“1 
[16], les anneaux ayant une dimension de Cull g droite (cf. [9]), et done les annew\; 
noetheriens a droite sont des D-anneaux ti droite. 
Nous dirons qu’un A-module cocritique M est surcocritique si on a la relation 
Supp(M) = { :y E Speg(A) 1 Prx(M)}, et nous dirons qu’un ideal critique I de .+I est 
surcritique si le A-module A/I est surcocritique. Nous dirons qu’un fihre localisant 
.F de A est copremier si on a $=,u(Supp(M)) oti M est un A-module surcocritiqus. 
Enfin nous dirons que I ‘anneau A vkrifie la condition (Min.) ci droite si tout .&module 
cocritique posskde un sous-module surcocritique. Voir (201, [21], [22] et (231 ou ces 
notions sont introduites et &udZes en d&ail. 
1. Profondeur d’un module 
roposition l.1. Soit A un D-anneau ii droite. Considkrons M un &module ?~~~~~ 








Ass(M) f-I V(I) = 0. 
Dgrmonstration. (1) e (2). C’est bien connu et c’est vrai sans hypothese sur 1 ‘anneau 
A (cf. [S ] par exemple). 
(2)a (3). Si .jY E Ass(M) n V(1) alors il existe un ideal J de A qui est +-critique 
et il existe a E A tels que I. l a c J et tel que A/J soit isomorphe a un sous-module 
de M (d’aprks les Lemme 1.1 et Proposition 1.3 de [ 161). Ceci implique qu’on a 
Hom(A/I.. tr, M) # 0: une contradiction. Done Ass(M) fl V(1) = 0. 
(3) * (1). D’apres le Theoreme 5.1 de [8] et la Proposition 0.2 de [ 121 on a: 
kx(M) tquivaut a, pour tout element non nul x de M et pour tout a CA, on a 
x(I.. a) z 0. Pour tout element non nul x de M on a 0 # Ass(xA) & Ass(M) (puisque 
A est un D-anneau); done si i-9 E Ass&A) on deduit de l’hypothese qu’on a IE 9. 
Ceci implique, pour tout n E A, que I. l a E .9 et par suite on obtient x(1.. a) #O 
(puisque .Y’E Ass(xA)). Done kx(M). El 
Cette proposition &end et generalise n partie la Proposition 6.2 de [24, p. 1731. 
On deduit immediatement de cette Proposition 1.1: 
Corollaire 1.2. Soit A un D-anneau ci droite. Pour lout A-module non nul M on a 
x(M) = /\ .B = d(Ass(M)). 
9~ Ass(M) 
Soit A un anneau. Considerons M un A-module non nul et 
une resolution injective minimale de M. Pour tout entier n 50, designons par 
x~(M) le filtre localisant coengendre par Eb @El @I**. @En c’est-a-dire 
Xn(M) = X(EoO**~OE~) = A X(Ei)* 
I=0 
On a 
Proposition 1.3. ([24, p. 1491). Un A-module Nest de x,,(M)-torsion si et seulement 
si ExtA (N’, M) = 0 pour tout ic n ef pour tout sous-module (cyclrque) N’ de N. 
Definition, Si 1 est un ideal d’un anneau A et si M est un A-moriule non nul, on 
poser 2: 
profJ(M) = 0 si /$x0(M) (c’est-a-dire si I@ x(M)), 
prof,(M) = n si kx,&M) et si &x,(M), 
prof](M) = 00 si IQ,(M) pour tout entier nz0, 
et prof&W) s’appellera la I-profondeur de M. 
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11 est facile de voir que la definition precedente coi’ncide avec la notion classique 
de la profondeur d’un module du commutatif pour laquelle A etait un anneau com- 
mutatif noetherien et IM un A-module de type fini (voir f24, p. 1741). Notre dPfini- 
tion est done plus g&h-ale et ne fait pas intervenir dc conditions de finirudc. 
Definition. Si .?I est un filtre localisant premier d’un anneau A (c’est&dire si 
9~ Speg(A)) et si Iw est un A-module non nul, on posera: 
Prof.&V) = 0 si X&W)< .9 (c’est-A-dire si ,QA(x(M))), 
prof,&W) = n si ~n_&W)fY et si Kn(M)5.?’ 
(c’est-a-dire si .r) E A(xn _ I (M)) n c( ~,@f))), 
Prof.,(M) = 00 si Xn(M) $ .+ pour tout entier n >O 
(c’est-a-dire si ,4 E n 4Xni~))), 
ne ‘. 
et profC,(AI) s’appellera la 4-pr ofondeur de M. 
Proposition 1.4. Si A est un anneau tel que tout Jiltre locafisant soit semi-premier 
(i.e. 9’(A) = T(A)) et si A veiifie la condition (!Min.) ii droite alors, pour totr~ 
.9 E Speg(A) et pour tout A-module non nul M, ii existe un id&l F-critique I de .-I 
qui est surcritique et tel que prof%,(M) = pro f&W). 
Dkmonstration. (1) prof,(M) = 0 equivaut & x(Mr) 5.9 ce qui equivaut . d’apre4 la 
Proposition 1.3 de [16], a pour tout ideal Y-critique I de A on a &x(M). hh- 
dire profi (M) = 0. 
(2) Si n est un entier strictement positif alors, puisque J (A) = +l) et puisque .-I 
verifie la condition (Min.) a droite, on a prof,(kI’) = n equivaut B CT( p’) r xII I (.\I) 
et a( 9) f x,(M) d’aprts la Proposition 3.1 de [23], oti a( 3) dksigne le filtr~ 
localisant copremier associe a .9 (voir [20], [22] ou 1231). Done, avec la Proposition 
2.1 de [23], il vient prof,(hrl) = n equivaut a il existe un ideal .+-critique / de A qui 
est surcritique et tel que IE:x,_, (A!) et IQ&Q, c’est-a-dire prof,(A!) = II. 
(3) Posons xco(IU) = l\,zrO X&W). Puisque .‘i (A) = Y(A) et puisque A verifie la 
condition (Min.) a droite, le Theorkme 3.4 de [23] implique que la relation 
prof,(M) = 00 equivaut b X&V) $9. Done profkp(M) = 00 equivaut, d’apres la 
Proposition 3.1 de [23], A ~(9) s x0,(M) ce qui Pquivaut , d’apres la Proposit ion 
2.1 de [23], a il existe un ideal &critique I de A qui est surcritique et tel 
IE x&V), c’est-&dire prof! (A4) = 00. 
D’ou le resultat. q 
Pour un anneau commutatif A, si P est ur, ideal premier de _-I et 3 le fike 
localisant premier associe allors, il est facile de + oir que la definition precedentc de 
prof,&M) coincide avec la notion classique de prof(Mp) (voir [24, p. 1X]), et es 
done plus generale (et ne fait pas intervenir de conditions de finitude). 
Montrons maintenant que les principaux resultats du commutatif sont conserves. 
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Proposition 1.5. Soit A un anneau tel que tout fihe localisant soit semi-premier 
(i.e. .‘/‘(A) = .7(A)). Si I est un ideal de A et si M est un A-module non nul on a 
Dhmonstration. D’aprts le Thbor&me 2.2.1 de [22] (ou d’apks 123, fin de la page 
841) on a: IEz,(Mj kquivaut i v(I) C_ l&(M)). Le rkultat s’en ddduit alors 
aiskment . Cl 
Cette Proposition 1.5 gCnCralise done le Lemme 6.5 de [24, p. 1751. 
Corollaire 1.6. Soit A un anneau tel que tout filtre localisant soit semi-premier. 
Alors, pour tout A-module non nul M et pour tout entier n 2 0, on a la caractkrisa- 
tion suivante dir filtre localisant x,,(M ): xJM) est I ‘ensemble des idkaux (ci droite) 
I de A tels que prof&M) 2 n + 1 pour tout :F E V(I). 
Dbmonstratiow. Elle est immediate d’aprks la Proposition 1.5. Cl 
Ce Corollaire I.6 gkneralise done la Proposition 6.6 de j24, p. 1751. 
Soit ,#F un filtre localisant d’un anneau A. Si M est un A-module non nul et si 
O--+M--+E,-+ El +Ez+ l .- est une rksolution injective minimale de M, on dit que 
M a une dimension 5dominante kgale & n, avec n E IN, si Ei est sans X-torsion 
pour tout i<n et si E,, n’est pas sans X-torsion; on note X-dom.dim(Mj = n. Si 
on a X-dom.dim(M)#n pour tout n E IN on kcrit .F-dom.dim(Mj = 00. Voir [25] 
pour plus de details sur cette dimension. D’aprks ce qui prkckde on aura done 
.F-dom.dim(M) = n si et seulement si &Q,_,(M) et .Fgxn(Mj. Alors il vient: 
ThCor&me 1.7. Soit A un anneau tel que tout filtre localisant soit semLpremier. 
Alors, pour tout filtre localisant Y de A et pour tout A-module non nul M, on a 
Y-dom.dim(M) = inf (profi(Mjj = inf (prof,(M)). 
1E.F Pelf* 
Dbmonstration. Puisque A(F) = U,, jr V(I), la Proposition 1.5 nous donne 
inf (prof,(Mjj := 9z[fl (prof,(M)). 
IEY 
La relation F-dom.dim(M) = 0 kquivaut & .FsQ(M), c’est-&-dire qu’il eKiste k .‘F 
tel que prof,(Mj = 0; l’assertion de notre thkorkme est done vkrifike. Comme la 
relation .“/-dom.dim(M) = n, wet n +O, est vkrifike si et seulement si on a 
#FzGx~- JM) et T%xJMj, le rksultat se dkduit immbdiatement du ddbut de la 
demonstration et du Corollaire 1.6. Enfin la relation F-dom.dim(Mj = 00 signifie 
qu’on a .%xn(Mj pour tout n E tN, et lh aussi le r&ulrat du th&or?me s’obtient 
d’aprks le dkbut de la dkmonstration et d’aprks le Corollaire 1.6. Done le thkorkme 
est ktabli. Cl 
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Ce Theoreme 1.7 generalise ie Theoreme 4.3 de [2] (et voir aussi les Thkort;me 5.6, 
Corollaire 5.7 et Probleme 5.8 de [I]). 
Corollaire 1.8. Soit A un anneau tel que tout filtre localisant soit semi-premier. 
Alors, pour tout id&al I de A et pour tout A-module non nul M, on a 
prof!(M) = <(A/I)-dom.dim(M). 
DCmonstration. D’apres la Proposition 2.1 de [23] on a A( <(A/I)) = b’(I), et done 
le corollaire se deduit de la Proposition 1.5 et du Theoreme 1.7. Cl 
Ce corollaire generalise le Theoreme 2.1 de [2]. 
Corollaire 1.9. Soit A un anneau tel que tout filtre localisant soit semi-premier, et 
qui vkrifie la condition (Min.) b droite. Alors, si 9 est un filtre localisant premier 
de A (i.e. 9 E Speg(A)) et si a(:?) est le filtre localisant copremier de A associe a 
9 (cf. [23]), alors on a, pour tout A-module non nul M: 
prof,(M) = a(Ydom.dim(M) 
Demonstration. D’apres la P’roposition 1.4 il existe un idea! @-critique I de A qui 
est surcritique et tel que prof,(M) = prof!(M); d’apres les Propositions 2.1 et 3.1 
de [23] on a (r(Y) = ((A/I). Done le resultat se deduit du Corollaire 1.8. _ 1 
Corollaire 1 .lO. Sous les hypotheses du Corollaire 1.9 on a, pour toutfiltre localisarrr 
9 de A et pour tout A-module non nul M: 
.F-dom.dim(M) = inf (ar(:i”)-dom.dim(M)). 
bEA 
DCmonstration. 11 suffit d’appliquer le Theoreme 1.7 et le (Eorollaire 3.9. ..1 
En ce qui concerne l’intexpretation cohomologique de la profondeur (dans le 
commutatif voir [11, p.2171, ou voir [lo]) on a: 
Considerons .Y un filtre localisant d’un anneau A et designons, pour tout entier 
n r: 0, par R “Y( l ) le n-ieme foncteur de cohomologie locale associe B ; (e’est-6- 
dire le n-i&me foncteur derive a droite du foncteur qui a un A-module LN fait 
correspondre son sous-module de torsion <F(N)); voir [7] pour plus de details a t:e 
sujet et en particulier pour la demonstration du resultat suivant qui est la Proposition 
1.2 de [7] et que nous Cnonqons ici -pour la commodite du lecteur: 
osition 1.11. Si .9 est un filtre localisant d ‘un anneau A et si n est crrr w 
nature1 alors, pour tout A-module non nul M, les asserfions sl~i~mu~~~s s 
equivalen tes: 
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(1) .F-dom.dim(M) 1 n. 
(2) R’.F(M) = 0 pour tout i< n. 
On obtient alors l’interpretation cohomologique de la profondeur. 
Corollaire lJ2. Soit A un anneau tel que tout filtre localisant soit semi-premier 
alors, pour tout ideal (a droite) I de A et pour tout A-module non nul M, on a: 
profi( n si et seulement si R’r(A/I)(M) =0 pour tout i<n (ou n est un entier 
nature1 ). 
D&monstration. On applique le Corollaire 1.8 et la Proposition 1.11. Cl 
Corollaire 1.13. Soit A un anneau tel que tout Jiltre localisant soit semi-premier, 
et qui verifie la condition (Min.) ri droite. Considerons :@ un filtre localisanr premier 
de A et a(Y) le filtre localbsant copremier de A associe a 9. Alors, pour tout 
A-module non nerl M et pour tout entier nature1 n, on a: prof,(M) >, n si et seule- 
ment si R’s(Y)(M) = 0 pour tout i< n. 
Dbmonstration. On applique le Corollaire 1.9 et la Proposition 1.11. Cl 
2. Hauteur d’une iocalisation 
Soit A un anneau et considerons Y un filtre localisant (a droite) de A. 
Definissons une chaine transfinie d’elements de .“-/(A) de la man&-e suivante: 
- P r., _I = <y, 
- si I n’est pas un ordinal limite: 4 = & 1 v{({M, 1 MA est z- r-cocritique}), 
- si I est un ordinal limite: t5 = V,<, <FK. 
On pose 2; = V, ,<. Si ,FU =x on dira que la hauteur (de Gabriel) de 9 est 
definie, et le plus petit ordinal I tel quo .<= x sera appele la hauteur de 3: et sera 
note I = Ht(3). 
Si Y designe la sous-categoric localisante de Mod A associee aTet si .d = Mod A/ % 
est la categoric quotient, alors les filtres localisants ,q correspondent biunivoque- 
ment aux sous-categories localisantes L$ de .(41’ definies par P. Gabriel dans [4, 
p. 3821; done la hauteur de ,F est definie si et seulement si la dimension die Gabriel 
de .2/ (~ppelee dimension de Krull dans (41) est definie et on a Ht(F) = G-dim(d). 
Done, en particulier, la hauteur de &F(A) n’est autre que la dimelrsion de 
Gabriel k dr-oite de l’anneau A (Ht(c) = G-dim(Mod A) = G-dim(A)). De plus, si A 
est un anneau semi-noethkrien A droite (i.e. si la dimension de Gabriel clie Mod A 
est dkfinie), alors la hauteur de Y est definie pour tout FE Y(A). 
arque 2.1. La hauteur d’un filtre localisant ,F de A est nulle si et seulement si 
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la catkgorie quotient associk .z/ = Modl A/X est semi-artinienne (oti / est la sow 
catkgorie localisante associke A X). 
emarque 2.2. Si A est un anneau tel que toute localisation soit semi-premike et 
si :9 est un filtre localisant premier de A alors, la hauteur de .9 est nulle si et seule- 
ment si :36 est un klkment maximal de Speg(A), si et seulement si .@ est un klkment 
maximal de Y(A) - {x > . (La fin de la remarque n’est autre que la Pi.oposition 2.3 
de [ 161, et pour demontrer l’e dkbut il suffit de passer A la catPgorie quotient et 
d’utiliser la Proposition 1.3 et le Lemme 1 .O de [ 161 avec la Remarque 2.1 ci-dessus), 
Remarque 2.3. Si A est un D-anneau localement premier qui vkrifie la condition 
(RP) (voir /22, Chapitre III]), alors, d’aprks le Thkorkme 3.2.9 de 1221, ii y ;l 
correspondance biunivoque entre l’ensemble des idkaux bilatkres premiers minimau’q 
de A et l’ensemble des elkments maximaux de Speg(A); done, d’aprks la Remarqw 
2.2, il y a correspondance biunivoque entre l’ensemble des idkaux bilatkres premier19 
minimaux de -4 et l’ensemble des filtres localisants premiers de hauteur 0 (a un id&l 
bilatke premier P correspond x(A/P) Gment de Speg(A)). (I>es eltemples de tel!i 
anneaux sont donnEts dans [22, Chapitre III]: en particulier les antwaux ayant ux 
dimension de Krull [9] et done les anneaux noethk-iens en sont). 
Comme dans [22] et [23], nous dirons qu’un filtre localisant de A est un .fE’lrw 
localisant fortement semi-premier de A s’il est intersection r&!luite de filtrt~s 
localisants premiers de A (ce sont les ensermbles stables rkduits ti droite que now 
avions caractkrisks dans [ 151 et [lG]). 
En adaptant les d6monstrations des Thkor&me 3.4, Corollaires 3.5 et 3.6 de [ 161. 
on obtient: 
ThCor&me 2.4. Pour un filtre localkant .B d ‘un anneau A, /es assertiorls suivante.s 
son t bquivalen tes: 
(1) La hauteur de ,F est dt!finie. 
(2) Tout filtre localisant de A plus fin que ,F est fortement semi-premier. 
(3) Tout filtre localisant de A plus fin que .F est semi-premier, et toute inter- 
section d ‘une famille non vide d Vl&menrs de c(F) peut etre rkduite. 
(4) Tout filtre localisant ,F’ de A plus fin quo C *L et distiwt de x, poss6de .WE 
A-module .F’-cocritique. 
Corollaire 2.5. Si la hauteur d’un filtre localisant Xd ‘WI anneait A est d;fi‘nie, alors 
toute partie non vide de c(Y) possPde au moins un P14menr mir~it~lal. 
Corollaire 2.6. Si la hauteur d ‘un filtre localisant .-F d ‘un anneau A est d~~~~~~~B cBt 
si 9 est un &ment non maximal de c(J), alors il existe 9 ’ E c( 4 ) tel qrc pi 5 3 ’ 
et tel que pour tout d&merz,r t 9” de c(< i) vtkifiant G + s I 3” s , +’ o.v Q 9” = 3 
.4”= ,4’. 
208 J. Raynaud 
Notons Cgalement que si la hauteur d’un filtre localisant ,F d’un anneau A est 
dkfinie alors, on peut dkvelopper, avec les rksultats de [22], des consic!l&ations 
topologiques ur c(X), muni de la topologie de Stone, qui donnent des p\-opri&s 
anaiogues & celles Ctablies dans 1201, [22] et [23] pour Speg(A) lorsque A ktait un 
anneau semi-noethkrien g droite. 
Propdtion 2.7. Si 9 est un filtre loculisant plut (‘perfect ’ [24, p. 2291) d’un 
anneau A alors, Ia hauteur de 3 est dbfinie si et seulement si I ‘anneau local&! ALq 
est semi-noethkien d droite, et si cela est, on a Ht (9) = G-dim(A$). 
Dkmonstration. Le morphisme canonique de A dans son localis A,, est un 
epimorphisme plat & droite 124, p. 2291 et la proposition se dc!duit done des rksultats 
de [19]. Cl 
Corollaire 2.8. Si Q : A --+ B ed un &pimorphisme plat ci 
est un anneau semi-noethdrien ci droite, alors B est un 
droite. 
Dkmonstration. Immediate d’aprks ce qui p&&de. 3 
droite [24, p. 2291 et si A 
anneau semi-noeth&ien ci 
Remarquons enfin que si A est un anneau qui vkifie la condition (Min.) k droite 
et si la hauteur d’un filtre localisant .F de A est dkfinie alors, d’aprks le Thkorkme 
2.4 et d’aprks la Proposition 3.15 de [23], tout filtre localisant .F’ de A plus fin que 
.F Tst clair (c’est-&dire que tout klkment minimal de c(F) est de la forme X(M) avec 
1M A-module .F’-cocritique; cf. [23, p. 971). 
Soit .F un filtre localisant d’un anneau A. De man&e analogue g [ 161, 151 et [22] 
considkrons les ensembles uivants de Speg(A): 
(1) Pour tout ordinal z 2 - 1: 
et posons E, (,I) = U,,, G,(Y). Posons aussi E,(Y)= U, E,(Y). 
(2) U_ 1 (.F) = 0 et U&F) = { klkments minimaux de c(s)} ; 
- si I n’est pas un ordinal limite, alors 
U,(Y) = {&C(Y) 1 Vex(Y) .9yh 9’E U,_,(Y-)}; 
- si I est un ordinal Iimite, alors r/,(9> = U,,, c/,(~F). 
On a les propri&ts suivantes: 
rI&! 2.9. Les ensemble5 G,(T) sont disjo#ints deux & deux et, pour tout ordinal 
1, on a 19 E 6, (<F) si et seulement si il existe un A-mo&ie +cocritique qui est ,_+ 
ProJondeur, hauteur et localisarions 1 c 
cocritique; awe les notations du d&but du paragraphe: ii y a m-wrespondance biuni- 
voque entre G,(X) et l’ensemble des types d ‘objets simples d(e la categoric quotient 
.s%Y~. De p/us si G&.4) 7t0 a!ors d(G,(.+-)) est un filtre loca,lisant fortement semi- 
premier dont 1 ‘ensemble des composants essentiels (i.e. /es &&nen ts .@ de S peg (A ) 
tels qu ‘ilr existe un A-modul’e .P-cocritique qui est d(G, (. F ))-cocritique; CJ [23. 
p. 961) est G,(T) qui est contenu dans 1 ‘ensemble des &!men’ts minimaux de c(. /, ). 
PropriCtG 2.10. Pour tout ordinall, on a E,(X) =A(.+;) n c(Y). C>n aaussi: E_,(r) = 
0, E,(T)=G_,(Y), sirn’estpasun ordinallimitealors E,(.~-)=E,_,(.;c)UG,_,(.j) 
avec E,_,(.9)CIG,_ ,(,S)=O, et si I est un ordinal limite alors E,,(Y)= u,,, E,(.;). 
PropriCtC 2.11. Si I n’est pas un ordinal limite et si I *to alors pour tout Pi&ment + 
de E,(3) et pour tout &!ment .4’ de c(3) tel que Y’5 .S, on a ..3’~ E,_ ,(.1). 
Dhmonstration. Si on a .9 E E, _ I (.S) le rksultat est immediat . D’aprtts la propritti 
2.10, si on a maintenant 5~ G,_,(F) alors, comme il existe um ,4-module M qui est 
.P-cocritique t L+;._~-cocritique (d’aprks la PropriM 2.9), et comme tout A-module 
.q’-cocritique contient un sous-module non nul image homomorphe propre d’un 
sous-module du A-module b-cocritique M (d’aprts la Proposition I .3 de [ 16)). 
aucun A-module .Y’-cocritique ne peut &re &. l-cocritique ce qui entraine qu’on a 
Y’$G,_,(.F) d’oti l’on dkduit ,<_1%8’ ce qui implique YEE,_,(.~). 1-I 
PropriCtC 2.12. Pow tout ordinal I, on a E, (X) s Ul (. Q. 
DCmonstration. Par rkurrence transfinie. Tout d’abord on a kvidemment E,,( ; ) 
c/o(X) car G__JX) est contenu dans l’ensemble des &ments minimaus de c( / ) (cf. 
PropriM 2.9). Considkrons un ordinal i > 0 et supposons qu’on a I?,.( i) c UA ( i ) 
pour tout ordinal K <I. Si I est un ordinal limite on a 
E,(T) = u E,(N) c u U,(T) = Q(Y) 
h-<1 ii<1 
(d’aprks la PropriCtC 2.10 et l’hypothkse de rkcurrence). Si I n’est pas un ordinal limite 
on a E,(T) c Q(X) d’aprts la propriM 2.11 et l’hypothitse de rkcwrence. .I.: 
PropriCtC 2.13. Si la hauteur de 3 est dt!finie on a 
c(x) = u G,(3) = [J E,(3) = E,,( F) 
1 
et le plus petit ordinal I tel qiue P 
on a J$ =d(G,(Y)) pour tolut ordinal K. 
Si 1 “anneau A
de X(A) est semi-premier, si 
vPr[fie la condition (Min.) ci droitc, :i :otrf 
.9 est un &+nent de c’(.Y) et si a( “) est 
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kmzhmt copremier associe’ ci 9 (cf. [20], [23]) alors, pour tout ordinal 1, on a 
.!P E E&S) si et seulement si a(:P& $. 
kmonstration. si 9 E E, (. F), ii existe K < I tel que e-G 5 Y et ,FK + 1 B , 9, et, d’ap& 
la Proposition 3.1 de [23], on obtient ar(:F) s &K+ 15 3. Reciproquement si on a 
CU(:~) 5 -9, alors, d’apres la Proposition 3.1 de [23], on a ;ic; $ ;-iD c’est-&-dire 
.%A(.;j;); par suite on a :J% E,(Y) d’apres la Propriete 2.10. Cl 
On a dkja vu qu’un filtre localisant 5 d’un anneau A est dit clair si tout element 
minimal de c(F) est de la forme X(M) avec 1M A-module .F-cocritique (voir 123, 
p. 971). Les filtres localisants premiers de A sont clairs. 
PropriCtC 2.15. Si I’anneau A vt+ifie la condition (Min.) ti droite et si Xest un fiitre 
localisant ciair de A aims, pour tout ordinal I, on a 
E,(X) = W,(X) f-l E,(.S). 
Dhmonstration. D’apres la Propriete 2.12 on a El (3) C U,(T), et il suffit done ici 
de montrer qu’on a I/I (N) n E,(T) c E, (3). Pro&dons par recurrence transfinie. 
Puisque .Ji est clair on a c/&F) c E&F) d’apres la Propriete 2.9. Considerons un 
ordinal I et supposons que c/,(.9) n E,(Y) C E,(T) pour tout ordinal KC 1. Si I est 
un ordinal limite il vient 
U,(F) t-~ E,(X) = u (U&Y-) 19 E&F)) c u E,(3) = E,(T). 
KC1 KC1 
Si I admet un predecesseur, considerons .9 E U,(Y) IT E,(F); il existe alors un 
ordinal K tel que .9 E G,(F) et comme A verifie la condition (Min.) on deduit de 
la Propriete 2.9 qu’il existe un ideal surcritique I de A qui est .+kritique et 
&.-critique. Si on a K 2 I, on obtient I - 1 <K et ainsi I n’est pas .*_ I -critique; 
comme on a ,<_ l(A/l) = 0 il existe done un sous-module propre non nul J/i du 
A-module a droite A/I tel que $_ 1 (A/J) #A/J. En fait on peut supposer qu’on a 
?5_ ,(A/J) = 0. Comme on a JE & considerons K’ le plus petit ordinal tel que 
.Q(A/J) f 0; il est alors immediat que K’ n’est pas un ordinal limite et on a 
I--I<K’sK. De Y ,&A/J) =0 et SKt(A/J)#O on deduit que A/J contient un 
sous-module $- r-cocritique t par suite il existe x element de A n’appartenant pas 
a J tel que l’ideal (a droite) J. l x est ,+$_ r-critique. On a alors la relation 
1 l 3 x c J . l X, dans laquelle I.. x est un ideal surcritique et J . l x un ideal critique ce 
qui entraine, d’apres la Proposition 3.2 de [23], qu’on a x(A/J.. x) 5 Y. Comme 
on a )r(A/J. l X) E GKr_ r(..;7) (d’apres la PropriCtC 2.9) et :Y E GK(*F) avec K’ - 1 c K, 
on obtient x(A/J. l x) z 9. De l’hypothese .B E U, (9) on deduit alors x(A /J. . x) E 
u, - l(3) ce qui entra’ine x(A1J.m x) E E, _ 1(.F): contradiction car on a x(A/J . . x) E 
@Kt- ,(.S) qui implique x(A/J. l x) $ EKt_ l(F) (d’apres la Propriete 2.10) d’oh I’on 
deduit x(A/J . l x) $ E, _ 1 (9) puisque I - 15 K’- 1. En consequence la rel<ation K 2 1 
n’est pas verifiee et on a done K cr. Ceci implique YE E,(F) puisqu’on a 
-9 E G,(y) et G,(F) C E,(Y). D’ou la relation U,(Y) n E,(F) c_ E, (9). I,e resultat 
est done demontre. 0 
Pro; ondeur, hauteur et iocaiisations 2II 
Si *Best un filtre localisant d’un anneau A alors ii est immidiat de dkmontrer quc, 
pour tout entier nature1 IX N, l’ensemble des elements 7’ de c(F) tels qu’il esiqtc 
une cha’ine ,P,, 5. r’, _ I 5 l 5 *lb= .+ dans c(i) et tels qu’il n’existe aucune &airw 
’ r:,, 5 * %, - I 5 --- 2 .& = Y dans c(Y) avec rz1 >n, est l’ensemble UJ./-) - c’,! ,( f ). pi 
l’anneau A verifie la condition (Min.) a droite et si la hauteur de .F est definie alors, 
avec ce qui precede, on a UJ,F) - Ufl_ ,(.S) = G,,_. &F). 
En consequence si la hauteur d’un filtre localisant .F d’un anneau A est definic 
et est egale a un entier nature1 nE hJ, alors toute chaine d’elements de c( ~3 possede 
au plus n + 1 elements; reciproquement si l’anneau A verifie I,a condition (Mm.) ti 
droite, si la hauteur d’un ffiltre localisant .F de A est definie et si tome chaine 
d’elements de c(F) possede au plus n + 1 elements, alors on a Ht(. P) ZE n. 
Enfin pour terminer ce paragraphe signalons que les resultats et les proprietes 
etablies ci-dessus g&r&-alisent des resultats de [IS], [ 161, [SJ, [22] et [23]. Noun 
utiliserons certains de ces resultats dans le paragraphe suivart ou nous utiliseron\ 
la notion de hauteur d’une localisation premiere. 
3. Extension de la condition S, (de Serre; [24, p. 1761) et exemples 
Par extension de la condition de Serre (voir [24, p. 176],1, now dircm qu’wr 
anneau A v&rifle la condition S, b droite, pour un entier mat urel PI E ?\, si WI a, 
pour tout 9 E Speg(A): 
prof,,(A) = Ht(.fl) quand Ht(.jj) < rz, 
prof,,(A) 2 n quand Ht(.+) z n. 
Proposition 3.1. Si A est urn anneau tel que tout filtre localkant (h droite) soit .wr~~~- 
premier et si A vbifie la condition S, + 1 h droite, alors on a: 
(i) Un A-module N est de xn(A)-torsion si et seulement si le module iocalist’ X 3 
est nul pour tout 9 E Speg(A) tei que Ht (9) 5 n. 
(ii) Les idkaux (ti droite)l surcritiques I de A qui appartiennsent ci x,,(J) sorlt ~‘et~.~ 
tels que Ht(x(A/l))rn+ Il. 
DCmonstration. (i) N est de xn (A)-torsion si et seulement si on a Supp(.V J c 
A(x,(A)) (d’apres la Proposition 2.2.1 de [22] ou la fin de la page SS de [Z-3]). Or, 
pour 9 E Speg(A), on a -30 E1(x,(A)) si et seulement si pr of,,(A) L N + 1 c‘s qui 
equivaut, d’apres la condition S, + 1, B Ht(9) r n + 1. Le r&mat s’obient alors 
immediatement. 
(ii) Soit I un ideal surcritique de A et posons .+ = x(A /Z ). On a done 1 ‘(I ) = 
{YESpeg 1 9 ‘S 9 }, et le resultat se deduit alors immediatement de la con&t ion 
S n+ 1 et du Corollaire 1.6. Cl 
Cette Proposition 3.1 generalise done la Proposition 6.8 cle [24, p. 176]. 
Notons aussi que la condition (ii) de la Proposition 3.1 est surtout ~rnpor~~~ 
212 J. Raynaud 
pour les anneaux A qui verifient en plus la condition (Min.) a droite car, d’apres 
le Theoreme 3.5 de [23], les filtres localisants sont alors caracterisks par les ideaux 
surcritiques qui leur appartiennent. 
Donnons maintenant des exemples: 
Exemple 3.2. Si A est un anrreau premier 
condition SI a droite. 
noetherien a droite, alors A verifie /a 
Dbmonstration. Si .Y E Speg(A) alors, d’apres [ 181 (ou [17]), il vient ,+‘%~(A), et 
9 element maximal de Spe,: (A) equivaut a :JD = x(A) ce qui est kquivalent A 
prof.,(A) = 0; d’autre part, d’apres la Remarque 2.2, on a :@ element maximal de 
Speg(A) equivaut a Ht(Y) = 0. D’ou le resultat. !Xl 
Dans les deux exemples uivants toutes les hypotheses ur l’anneau sont prises a 
droite et B gauche. 
Exemple 3.3. Si A est un anneau premier, noetherien, hereditaire, quasi-local et non 
simple (cf. [ M]), alors A verifie la condition S, a droite et a gauche pour tout entier 
nature! n ~0 (et A verifie la condition (Min.) li droite et a gauche). 
Dhmonstration. D’apres le Lemme 2.5 de [14, p. 521 I’anneau A est un ordre 
d’Asano regulier de son anneau classique de fractions S. Considerons .9 E Speg(A) 
et I’ideal bilatere premier Ter(.ia) = P (plus grand element de l’ensemble des ideaux 
bilateres de A qui n’appartiennent pas a Y; cf. 1171, [ 181). Comme A est noetherien 
et hereditaire, tout filtre localisant de A est plat (‘perfect’ 124, p. 2291); d’apres [13] 
et la demonstration de la Proposition IV. 1.7 de [ 141, si I est un ideal a droite de A 
qui appartient i x(A /P) alors il existe un ideal bilatkre N non contenu dans P tel 
que NC I ce qui implique qu’on a NE .Y et par suite IE .& On a done 9 =x(A/P). 
Ainsi P-+x(A/P) est une correspondance biunivoque entre l’ensemble des ideaux 
bilateres premiers de A et Speg(A) (cf. [ 181). Les seuls ideaux bilateres premiers de 
A sont 0 et le radical de Jacobson J(A) de A (voir la demonstration de la Proposition 
111.24 de [14]). Comme on a x(A/J(A)) = {A} = <, on obtient Speg(A) = {c, x(A)} 
et .+(A)= { &~(A),x}. On a de plus Ht(X(A))=O et Ht(<)= 1. D’aprits 1’Exemple 
3.2 on a prof x(Aj(A) = 0 = Ht(X(A)). Montrons qu’on a profy(A) = 1 = Ht( 0. Si on 
considere une resolution injective minimale 0 + A -+ E0 + EI -+ l . . de A, 0111 a E. = S 
r:t El est l’enveloppe injective de S/A; comme S =E, est sans X(A)-torsion, comme 
S/A est de X(A)-torsion et comme x(A) est la localisation de Goldie qui est stable 
par enveloppes injectives, on obtient que El est de X(A)-torsion ce qui implique 
qu’on a ~(El)fx(A) et par suite on obtient x,(A)=x(A)I\x(EI)=& En conse- 
quence il vient prof< (A) = 1 et done prof<(A) = Ht( r). Done A verifie la condition 
S, a droite et a gauche pour tout entier nature1 n2 0, et il est evident que A vkifie 
la condition (Min.) & drone et a gauche d’apres ce qui precede et d’apres le 
Theoreme 3.4 de [23]. ci 
Profondcur, hauteur et localisations 
En particulier le Iocalisk par rapport B un c-ideal premier d’une algkbre cn- 
veloppante U(g), d’une algkbre de Lie g sur un corps commutatif K de dimension 
finie sur K, vtkifie les hypotheses de 1’Exemple 3.3 (voir [l/41:1. D’autres cxemplcts 
peuvent aussi ctre trouvks dans [ 141. 
FExemple 3.4. Si A est un anneau premier, noethkrien, ordre maximal r&ulier de son 
anneau classique de fractions S (cf. [14]), alors A vkrifie la condition Sz ci droite et 
h gauche. 
D&non&ration. D’apks 1’Exemple 3.2 l’anneau A vkifie la condition S, h droite 
et h gauche, et on a, pour .+ E Speg(A): 
prof:,(A) = 0 e .9 = x(A) M Ht(.q = 0. 
- Montrons que la mokule associee (:t l’idkal bilatke premier 0 de A (cf. [26], 
[ 171 et [ 181) est {x(A)}. Considkrons done ‘46 Speg(,4) tel que Ter( 3) = 0 (oti 
Ter(.i”) est le plus grand klbment de l’ensemble des idkaux bilatt3res de ,4 clui 
n’appartiennent pas B 9; cf. 1171, [18]). D’aprks la Proposition IV.2.6 et le 
Corollaire IV.2.7. de [14] on a alors ALP = A,jpr = A0 = S avec les notations de [ 14. 
Pour tout ideal g droite J de A tel que JE x(A) il existe c klkr~ent rkgulier de A WI 
que c E J (d’aprits le theorkme de Goldie car J est essentiel dans A); de A t’ = S on 
dkduit alors qu’il existe IE .9 tel que c-*1~ A ce qui implique qu’on a I c c,q <; J
d’oti l’on dkduit JE.~. Done on a 9=x(A) (car on a %x(A) d’aprks [17], /18]). 
Ainsi la mokule associke g l’idkal bilatke premier 0 de A est (x(A)). 
- Dksignons par 9 I’ensemble des c-idkaux entiers premiers de A c&t-&dire, 
d’aprks la Proposition 11.2.2 de [14], l’ensemble des idiaux premiers non nulh 
minimaux de A. Si E(N) dksigne l’enveloppe injective d’un A-module rv alors on 
sait, d’aprks le Thkokme 4.4.5 de [3], qu’on a E(S/A) z= BP,: li E(L-I !P) c;ir .-I cs 
un anneau de Krull; on obtient alors 
XI(A) = x(EW-4)) = A x(EWPN. 
PElr 
- Considkons .@E Speg(A) tel que Ht(.f) = 1. D’aprks ce qui prkckde on a done 
.Mx(A) et Ter( y)#O. Posons P=Ter(.s). D’apres [17] ou [18] on a alors 
.4 sx(A/P), x(A/P) E Speg(A), et x(A/P)~x(A). Comme ki;{ 7’) = 1 il r&he de 
la fin du Paragraphe 2 qu’on a 9 =x(A/P); il en rksulte awsi, dvec Ie Lemrne t 
de [18], qu’on a PEI/. 
- Considkrons .4 e Speg(A) tel que Prof.,(A) = 1; on a ad >rs ,rI(A) I 7) 5 x(--1). De 
.45x(A) on dkduit qu’on a Ter(.Y)#O, et de ;r*(A)s .+ on dkduit qu’on a a.lors 
Ter(.F) $x1 (A) ce qui implique qu’il existe PE i/’ tel que Ter( 1”) 1~ P (d’aprPs ce qui 
prkckde et d’aprks [17], [IS]). Par suite on a Ter(Y)= P et .+rx(A/P) d’aprks [l’?j 
ou [ 181. Si on dksigne par C(P) la partie multiplicative des elements rkguliers module 
P alors, si I est un ideal k droite de A tel que kx(A/P), on a ZR C(P) +@ 
[13]) ce qui implique, d’aprks le Lemme 5.4.8 de [3], qu’on a Ann&4V) 
l’on dkduit Ann,,(A/I) E .4 et par suite IE 9 car Ann&~! /‘I) or 1. 
.9 =x(A/P) avec PE I/‘. 
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- Soit enfin PE 9. Comme on a x&4)r~(A/P) :x(A) on obtient prof,(,,,,(A) = 
1. D’aprks les r&hats dJ1 Paragraphe IV.2 de [14], le filtre localisant x(A /P) est 
plat et l’anneau localis v&-ifie les hypothtses de 1’Exemple 3.3 (voir le Thltorkme 
IV.2.15 de [I43 et sa dkmonstration); done d’aprks la Proposition 2.7 et la dkmon- 
stration de I’Exemple 3.3 on obtient Ht(X(A/P)) = 1. Ainsi on a prof,(,,,&l) = 1= 
Ht(XW/P)). 
Done A vkrifie la condition S2 B droite et, de msme, ;i gauche, Cl 
Cet Exemple 3.4 gknkralise 1’Exemple 2 de [24, p. 1761, et avec la Proposirion 3.1 
on g&Cralise alors la Proposition 6.10 de [24, p. 1771: 
Codaire 3.5. Si A est un anneau premier, noethkrien, ordre maximal r&ulier de 
son anneau classique de fractions S (cf. [ 14]), alors un A-module ti droite N est de 
x 1 (A)-torsion si et seuiement si Ie module local&! NJiD est nul pour tout . jl, E Speg(A) 
tel que Ht(Y)ll. 
Des exemples concrets d’anneaux qui vkrifient les hypothtses des exemples 
prkkdents figurent dans [ 141. 
Pour terminer donnons un contre-exemple: 
Contre-exemple 3.6. Si A est I ‘anneau des matrices triangulaires sup&ieures 
d ‘ordre 2 sur un corps, alors A ne vkrifie pas la condition S, h droite (et vkrifie la 
conditiorl (Min.) ci droite). 
Dbmonstration. On a vu dans [20], [22] et [23] que A vkrifie la condition (Min.) a 
droite. Considkrons les idiaux B droite maximaux de A: 
etposons.9=~(A/l)et~9’=~(A/J).OnaSpeg(A)={~,~8’}et.~(A)={~,~~~:iDf,~}. 
On a en fait 9=x(A) et on a Ht(,Y)=Ht(.Y’)=O. On a prof9(A)=0, mais on a 
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